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(a kde intuicia vo fyzike zlyhava)
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e "Déveruj, ale preveruj!"
Ivan Kosinar, Gvodné sistredenie pre Studentov fyziky na FMFI; v roku 2014

e "The first principle is that you must not fool yourself, and you are the easiest person
to fool."
Richard P. Feynman
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Ako rychlo overit ci saper hovori pravdu?

® Rozmerova analyza
e Skalovanie
Radové odhady

® Analyza limitnych pripadov

Na o si dat pozor pri analyze prezentacie

Dalsie €asto pouzivané metédy

Casto sa opakujice vzory vo fyzike
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Rozmerova analyza
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Kazda fyzikalna velicina ma svoju jednotku?

e Cas nemeriame v kilogramoch, ale v sekundach, hodinach, atd'.

® Dizku meriame v metroch, kilometroch, atd'.

® Pre rozmerovi analyzu vyber konkrétnej jednotky nie je dolezity, ale dolezité je, ze
¢as nemeriame v metroch, a pod.

® Rozmerova analyza nam teda umoziuje uhadnut nejaka polynomicki zavislost
medzi réznymi veli€inami, ktoré sa nam javia, ze st dolezité pre opis nejakého javu.

® \eli¢ina t teda mdze mat rozmer Easu.

s malymi vynimkami velicin, ktoré su definované ako relativne k nejakej referencii napr. relativna

permeabilita.
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Priklad

Perioda matematického kyvadla

Ako zavisi periéda kyvadla v homogénnom tiazovom poli od relevantnych parametrov?

® Periéda T ma rozmer Casu, ¢o oznacime ako [T].

® Od ¢oho méze zavisiet peréda kyvadla?

T = mo‘gﬁlvﬂg

Hmotnost zavazia m [M]
Tiazové zrychlenie g [L][T]—2 T L (MDD (LT 2 (L1 (1)
Dizka kyvadla ; ] _([ D (ILIT]~*) " ([L]) (1)
Pociatocns vychylka g 1 =0
velicina  rozmer B=-1/2
vy=1/2
deR
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Priklad

Perioda matematického kyvadla

Ako zavisi periéda kyvadla v homogénnom tiazovom poli od relevantnych parametrov?

® Periéda T ma rozmer Casu, ¢o oznacime ako [T].

® Od ¢oho méze zavisiet peréda kyvadla?

T:mo‘gﬁlwg = @ , ;
T = (M) (U1 ) (L) 0’ R
a=0

B=-1/2

vy=1/2

deR
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Argumenty funkcii s bezrozmerné cisla

e Argumenty funkcii musia byt bezrozmerné &isla.

e Ak rézne kombinacie parametrov vedi na viacero réznych bezrozmernych Cisel
zahfhajice hl'adany parameter, potom ho z rozmerovej analyzy nevieme urcit
jednoznacne.

Priklad - Odpor vzduchu

Od ¢oho méze zavisiet sila odporu prostredia na gulicku?

R
F=pR22 f (")
14

Hustota p M][L] 3 ——
Polomer gulicky R (L] AT

- y Py _1
Rnlest ik v [LI[T] Funkcia f mdze mat komplikovany
Viskozita v [L]?[T] 2

priebeh v zavislosti od numericke;j
hodnoty argumentu! Napr. niekedy ako
f(x) ~ 1/x, inokedy ako f(x) ~ 1.

veli¢ina rozmer
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Bezrozmerné cisla

® Predchadzajuci priklad demonstruje, ze pre vysledna fyzikalnu zavislost méze byt
zrejme dolezita numerickad hodnota bezrozmernych kombinacii parametrov, ktoré
predpokladame, Ze opisuji relevantné javy.

Priklad - rychlost Sirenia vin vo vode

Vlnova dlzka
Tiazové zrychlenie
Hlbka voda
Hustota
Povrchové napitie

p
o

veli¢ina

h o o

0 AN N2pg’ h?pg

_ h o o
I v=vaer (1) e (5 ) 1 (g )
L] A Npg h?pg
[M][L] 3 Funkcie f, g a h vieme zistit len na
[M][T]~2 zaklade experimentu!
rozmer

® Experiment rozhodne, ktord kombinacia parametrov, pripadne pri akych konkrétnych

numerickych hodnotach, je dblezita.
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Bezrozmerné cisla - medové spiraly?

Priklad zo Zivota

Priklad zo zivota - padajiici priid medu z cajovej lyzicky, ale aj priemyselné aplikacie.

?Habibi et al., Dynamics of liquid rope coiling. Phys. Rev. E 74, 066306 (2006)
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Bezrozmerné cisla - medové spiraly?

Priklad zo Zivota

Frekvencia Q [T]!
Vyska h (L]
Viskozita v [L]?[T]~2
Prietok Q [L3][T] L
Polomer pradu r [L]
Hustota p [M][L]—3
Tiazové zrychlenie g [L][T]~2

Priklad zo zivota - padajici velicina  rozmer
prid medu z Cajovej lyzicky, ale
aj priemyselné aplikacie

3Habibi et al., Dynamics of liquid rope coiling. Phys. Rev. E 74, 066306 (2006)
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Bezrozmerné cisla - medové spiraly

Priklad

Frekvencia

Vyska

Viskozita

Prietok

Polomer pradu
Hustota

Tiazové zrychlenie

N e

veli¢ina

Q
(1]~ Q=3
1/4
E?[T]‘2 Q- (i_?:>
T v
ML) 2= (570
E(I)Jl[rﬂr Ktory z vysledkov je spravny?
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Bezrozmerné cisla - medové spiraly

Priklad

Frekvencia

Vyska

Viskozita

Prietok

Polomer pradu
Hustota

Tiazové zrychlenie

Q
h
v
Q
r

p

g
veli¢ina

-~ Q
[T~ =2
Ly o= (52"
T
[M[L] 2 vri0
[E]z[rﬂr_z Ktory z vysledkov je spravny? Vsetky!
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Kde rozmerova analyza zlyha

¢ Vysledkom rozmerovej analyzy moze byt nejjednoznacné riesenie linearnej rovnice pre
koeficienty mocnin. Situécia zvacsa nastane ak povazujeme pre opis fyzikalneho javu
podstatnych viacero veliéin s rovnakym fyz. rozmerom. Vid napr. minuly priklad.
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Co rozmerova analyza neodhali?

e Tvar funkcii, do ktorych vstupuji bezrozmerné argumenty,
odhali len presny vypocet alebo experiment.

Priklad - periéda matematického kyvadla

T= f(90)\/;

f(90)227'(‘ <1+1—690+30729 )

® Mbze vsak vyznamne obmedzit priestor hladania pre experiment alebo simulaciu.
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Na co je teda rozmerova analyza vhodna?

® Rozmerova analyza ndm teda umoznuje uhadnut nejakd polynomicki zavislost
medzi réznymi veli¢inami, ktoré sa ndm javia, ze st délezité pre opis javu.

e Konkrétny tvar matematickej zavislosti teda vieme zistit, len skimanim nejakej
vhodnej kombinacie experimentalnych parametrov — nemusime menit vietky
parametre, staci iba tie, ktoré vstupuji do réznych bezrozmernych kombinacii
parametrov. Méze vyznamne pomdct, kedze nemusime vediet menit iba jeden
parameter nezavisle - priklad zmena kvapaliny.

® Pozor exaktné riesenie, z ktorého mozno odvodit vsetky limity méze byt velmi
komplikované!
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Kde si precvicit rozmerova analyzu?

e P. Goldreich, S. Mahajan, S. Phinney. Order-of-Magnitude Physics:
Understanding the World with Dimensional Analysis, Educated Guesswork,
and White Lies. Added and edited Draft 1999 of PhD thesis of S. Mahajan
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Skalovanie
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Ako z jedného riesenia vygenerovat druhé

® Niekedy vieme opisat jav pomocou rovnic, ktoré predpokladame, ze platia, napr.
druhy Newtonov zakon, a pod. Ak predpokladame, Ze pozname vsetky sily, ktoré
pbsobia na teleso.

\
|

N

\

Priklad - pad rebrika
Za aky cas padne na zem 5 m rebrik, ak bod dotyku sa po cely ¢as nehybe, ak ceruzka
padne za 1.5 s?

1 ,d% :

3 L2dt2 =—mg sin(6)
d?6 3g
P = Sl (9)
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Ako z jedného riesenia vygenerovat druhé

Priklad - pad rebrika
Za aky cas padne na zem 5 m rebrik, ak bod dotyku sa po cely ¢as nehybe, ak ceruzka
padne za 1.5 s?

1 ,d%0 L.
3m 2@ =-—mgy sin(60)
d2e 3g .

P = —Z sm(@)

® Napriek tomu, mézeme vyuzit fakt, Ze riedenia prislichajice réznym numerickym
hodnotam nejako musia savisiet. (Musia, lebo si opisané rovnakym fyz. zdkonom, a
teda matematicky opis je rovnaky.)
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Ako z jedného riesenia vygenerovat druhé

Priklad - pad rebrika

Za aky cas padne na zem 5 m rebrik, ak bod dotyku sa po cely ¢as nehybe, ak ceruzka
padne za 1.5 s?
d?6 3g

F = _ﬂ S|n(0)

t — At
L— BL

1 d%0 13g .
A2de? _Eﬂs'”(e)
d?6 A%\ 3g .

de2 ~ <B> 21 Sn()
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Ako z jedného riesenia vygenerovat druhé

Priklad - pad rebrika

Za aky cas padne na zem 5 m rebrik, ak bod dotyku sa po cely ¢as nehybe, ak ceruzka
padne za 1.5 s?

d?6 A%\ 3g .

@ = — (B) ﬂsln(e)

A2\

M
(z)

T, = T,VB

T ~ 1.5s/5/0.15 ~ 8.6s

® Poucenie: Aj ked nevieme presne (alebo priblizne) vyriesit diferencialnu rovnicu, vieme
zistit dostatocne vela o charaktere jej riesenia.
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Skalovanie - sofistikovanejsia rozmerova analyza

e Niekedy diferencialnu rovnicu nemusime vediet ani poriadne zapisat alebo mézeme
predpokladat platnost nejakého vztahu iba priblizne napr. ,zakon zachovania
mechanicke] energie” resp. robime velmi hrubé zjednodusenia.

Priklad - la¢ny konik

Do akej pribliznej vysky vyskoci slon, ak licny konik vyskoci do 1 m.

Epot = mgh
W =~ Fs
m ~ pl3
F~L?

s~ 1L
Co je v tvahe zle?
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Skalovanie - a fraktalna struktira - standardny priklad

A
A
A
I(a) = 31 (g) +3m (?) 2

I(a) ~ pa®-a
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Kde sa dozvediet viac?

® Doc. RNDr. Marian Fecko, PhD.; Univerzita Komenského, Teoretickd mechanika |
Prednaska €. 12, Youtube

e B. Rabatin, (neoficialne) skripta k predmetu Teoretickd mechanika
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Radové odhady



Ako na to?

® Postupujeme a rozmyslame zvycajne od konca.

Priklad

Aka je hodnota kritického elektrického pola pre vznik iskry vo vzduchu pri izbovej teplote
a vlhkosti?

Pre hodnotu intenzity elektrického pola mame zrejme zla intuiciu. Lepsiu intuiciu mame
zrejme z predstavy Skolskych pokusov pre radovy odhad napatia na van-der Graffovom
generatore a predstave na akid najvacsiu vzdialenost sa vieme priblizit s nejakym inym
predmetom, aby preskocila iskra.

® Snazime sa vyuzit informacie, ktorych numerické hodnoty vieme s ¢o najlepsou
presnostou.

® A nejaké fyz. zakony, ktorych platnost predpokladame (tie nam daja mat. vztahy).
® Zvicsa potrebujeme vykonat sériu takychto avah.
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Priklad

Pocet taxikarov

Kol'ko taxikarov pracuje v Bratislave?

Zdroj: doc. V. Cerny, Fermi-ho alohy
[https://en.wikipedia.org/wiki/Fermi_problemn]
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https://en.wikipedia.org/wiki/Fermi_problem

Priklad

Pocet taxikarov

Kol'ko taxikarov pracuje v Bratislave?

e Kolko je pracujacich denne v Bratislave?
e Aké st naklady na zivot?

e Cena benzinu

e DPH

® Dane a odvody

® Priemerna dizka cesty?

e Cena listka na MHD?

e Udrzba automobilu ...
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Pekné knizky s fyzikalnymi "puzzles"

J. Bryant and C. Sangwin. How Round is Your Circle?, New Jersey, Princeton
University Press, 2008.

L. Weinstein. Guesstimation 2.0, New Jersey, Princeton University Press, 2012.

C. Swartz. Back of Envelope Physics, The Johns Hopkins University Press, 2003.

P. Goldreich, S. Mahajan, S. Phinney. Order-of-Magnitude Physics:
Understanding the World with Dimensional Analysis, Educated Guesswork,
and White Lies.

P. Gnadig, G. Honyek, K. F. Riley. 200 Puzzling Physics Problems, Cambridge
University Press. 2001
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Analyza limitnych pripadov



Taylorov rozvoj*

Kazda "rozumnd funkciu"mozno v
dostatocne blizkom okoli bodu xg
aproximovat radom polynomickych

. =00 o
funkcii Y77 o an(x — x0)*, kde ol
koeficienty a, stvisia s derivaciou
funkcie f(x) v bode xp ako -2
n —4 -
1 d"f(x) o
ap=——-> . z
nl dxn X=XQ S -6
Pr.: -8
cos(x) ~1—x%/2+ ... 10k
12 7|: l(::()\(L wélTnm 'Eiylom\h()(‘ozu)ia |
00 25 50 75
X
__® Aproximovat mézeme priebeh funkcie vo vyslednom vzorci, v rovnici, v dif. rovnici, ...

“https://en.wikipedia.org/wiki/Taylor_series
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https://en.wikipedia.org/wiki/Taylor_series

Priebehy znamych funkcii®

Priebehy tychto funkcii by mal kazdy skaseny TMF-ak ovladat.

X

XO(

5a dalsie uzitoéné vztahy, ktoré sa oplati naucit z matematicko-fyzikalnych tabuliek, réznych

log(x)
arcsin(x)
arccos(x)
arctan(x)
sinh(x)
cosh(x)
(%)

tanh

X

X

vzorcovnikov ako napr. The Cambridge Handbook of Physical Formulas.
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https://www.fisica.net/formulas/The-Cambridge-Handbook-of-Physics-Formulas.pdf

Polomer konvergencie®

Pozor! Scitanim (aj celého nekonecného)
radu mézeme dostat vyraz zavisly od x,
ktory konverguje k povodnej funkcii len 03

Ryl T T T
do urcitej vzdialenosti od pévodného o4l |

bodu xg. Priklad:
—05+ -
1 ° ., 06 g

= X :
1—x Z ~-07 -
n=0
—08 | .
i |

plati len pre |x| < 1! ool i
—10 I I I 1]

5Nepovinné nacrtnutie informacie, ktoré sa objavi az v prvom rocniku vysokej skoly. Pre blizsie stadium
sa oplati pozriet vysokoskolsk u€ebnicu matematickej analyzy.
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Polomer konvergencie’

Pozor! Scitanim (aj celého nekonecného)
radu mézeme dostat vyraz zavisly od x,
ktory konverguje k pévodnej funkcii len

5000 |

do urcitej vzdialenosti od pévodného
bodu xg. Priklad: 4000
1 i n _3000
= X D
1—x ~
n=0 2000

plati len pre |x| < 1! 1000

“Nepovinné naértnutie informacie, ktoré sa objavi az v prvom roéniku vysokej skoly. Pre blizsie stadium

sa oplati pozriet vysokoskolsk u€ebnicu matematickej analyzy.
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Fyzikalne symetrie

(Ne)existencia vyznaéného smeru. Priklad: Magnetické pole budené nekonecne dlhym
el. vodicom.

Symetria voci obratenia Casu t — —t
Priestorova inverzia r — —r
Priestorové symetrie

Permutacné symetrie objektov hrajacich rovnaka alohu. Priklad: Viysledok by nemal
zavisiet od konkrétneho oznacenia zavazi my < my, ktoré "vstupuji do situacie
rovnako". Vysledkom moze byt invariantnost oznacenia vo vyslednych vyrazoch.

a pod.
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Priklad

V delta kvadrante sa nachadza obrovska homogénna borgska kocka s hustotou p a dlzkou
hrany a. Radi by sme vedeli, aka vel'ka sila pésobi na hmotny bod Enterprise hmotnosti m
nachadzajiici sa mimo kocky na spojnici jedného vrcholu a stredu planéty, ak je vo
vzdialenosti d od najblizsieho z vrcholov. Je niektora z nasledovnych moznosti spravna?

2Gmadp
(a+d)*

* 7Ga*p?
Gm 2am
° (d+/;a) [d+ \af}

Gma3pind
(a+d)?

4Gmpa®

3(a+d)>?

Gmpa®

(d+a)*

Gmap
Gma?p
d+a
Gma3p
a2

Zdroj: FKS, 26. ro¢nik, 2010/2011, 2. séria letnej Casti

[%aw + d]
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Kde sa dozvediet viac

® Juraj Tekel - Prednaska: "Ako odhalit nespravny vysledok".
https://davinci.fmph.uniba.sk/ “tekell/docs/zleriesenia.pdf

® Materialy Letnej skoly FKS - http://fks.sk/1s
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https://davinci.fmph.uniba.sk/~tekel1/docs/zleriesenia.pdf
http://fks.sk/ls

Na co si dat pozor
pri analyze prezentacie
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Argumentacné omyly?®

® Logické chyby - ak sa nedrzime matematickej logiky pri argumentacii, potom
mdzeme dokazat hocico.

e Ad hoc argument
e Argument autoritou - priklad: "Nasiel som to v zdroji X. Preto to musi byt pravda."
e "Dokazujem, co predpokladam"

e Falosna dilema, kettle logic - priklad: "Bud' X alebo Y."... a zanedbame iné
moznosti ako napr. Z.

®https://en.wikipedia.org/wiki/List_of _fallacies
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Kognitivne omyly pri rieseni Glohy’

Base rate fallacy - zanedbanie objektivnej informacie o pravdepodobnosti a
zahrnutie iba podmienenych pravdepodobnosti.

Sunk cost fallacy - priklad: "Do simulicie sme uz investovali tolko ¢asu! Dajme
tomu este kasok, uz musi fungovat."

IKEA effect - " ... nevymysleli sme to my, tak tomu neverime ...", a pod.

®https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_cognitive_biases
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https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_cognitive_biases

Chyby pri navrhu experimentut?

Cherry picking - vyberame udalosti, javy, dokazy, ktoré sa nam hodia.

p-hacking - manipulacia s datami takym spdsobom, Ze niektoré javy sa za¢nu javit
ako statisticky signifikantné.

Wishful thinking - Priali by sme si, aby sme videli jav X. Zamerne ovplyvnime
systematicky experiment tak, ze pozorujeme jav X a nie Y.

Phttps://en.wikipedia.org/wiki/List_of_cognitive_biases
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https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_cognitive_biases

DalSie casto pouzivané metédy*™

* _ Cast prezentacie pre "skasenych tmfakov"
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Linearna superpozicia

Velké mnozstvo diferencialnych rovnic Priklady:
vo fyzike je tzv. linearnych. T j. ak f(x) e Elektrostatika
a g(x) s rieseniami danej diferencialnej

: i : ® Magnetostatika
rovnice, potom aj funkcia

® VInova rovnica
h(x) = af(x) + Bg(x) ® Rovnica vedenia tepla

[}
je riesenie danej diferencialnej rovnice.

To nam umoziuje v takychto pripadoch
vyskladat riesenie fyz. problému, ktoré
sa javi ako komplexné z jednoduchsich
kaskov.
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Fourierov rozvoj'!

Harmonicky signal f(t) mézeme rozlozit ako lineadrnu superpoziciu harmonickych signalov

Z Apnsin(wpt) + By, cos(wpt).
n=0

Koeficienty A, a B, mozno exaktne vypocitat.

1 Pozri napr. David Morin - Waves - https://davidmorin.physics.fas.harvard.edu/books/waves/
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https://davidmorin.physics.fas.harvard.edu/books/waves/

Ansatz

o (astokrat sa stane, Ze vieme opisat fyzikalny jav pomocou diferencialnej rovnice,
ktora vsak méze mat vela réznych druhov rieseni v zavislosti od okrajovych
alebo pociatocnych podmienok. Rovnicu nemusime vediet vyriesit, ale na zaklade
intuicie mézeme uhadnut riesenie s dostatocnou volnostou a zavislost medzi
volnymi parametrami ziskat dosadenim rieSenia do diferencialnej rovnice.

Priklad - vInova rovnica a stojaté viny na obruci

Casovy vyvoj prienej vychylky u(x, t) je na obruéi s polomerom R dany vinovou rovnicou

Py i

o2 “ae 0

Existuje vela rieSeni tejto rovnice. Ak sa obmedzime na stojaté viny, t.j. riesenie v tvare
u(p, t) = Asin(k¢)sin(wt) + B cos(k¢)sin(wt)

tak vieme dosadenim takéhoto tvaru riesenia do dif. rovnice zistit vztah medzi k, R, w a Gg /66



Poruchovy pocet!?

e Ak diferencialnu rovnicu nevieme vyriesit, tlohu si mézeme skusit zjednodusit! Ak
niektoré €leny v dif. rovnici si typicky malé, mézeme skasit vyriesit diferencialnu
rovnicu iterativne, kde najprv zanedbame tieto malé ¢leny a neskér ich pridame.
Takyto postup sa nazyva "series method". Spravnost riesenia a rozsah jeho validity
musime vsak dodatocne zistit.

Priklad - vol'ny pad gulicky s odporom vzduchu

RieSme rovnicu

i+a+pu’=0.

Pre 5 = 0 rieSenie pozname ako u(t) = up(t) = —at. Skasme predpokladat riesenie v
tvare:
u(t) = uo(t) + Bur(t) + fPua(t) + ...

12Vid' napr. prednasky doc. Fecka alebo

https://davinci.fmph.uniba.sk/ tekell/docs/poruchovy_pocet.pdf
47 /66


https://davinci.fmph.uniba.sk/~tekel1/docs/poruchovy_pocet.pdf

Poruchovy pocet

Priklad - vol'ny pad gulicky s odporom vzduchu

Skasme predpokladat riesenie v tvare:
u(t) = up(t) + Bur(t) + BPua(t) + ...

Dosadenim do dif. rovnice a porovnanim clenov (s rovnakou mocninou ) dostaneme:

(tio(t) + Buir(t) + BPuia(t) + -..) +a + B (uo(t) + Bur(t) + Bua(t))? = 0

upg+a=0
B [ir + 1) = 0
8% [2up] =0

Aky je v tomto pripade zaver? Do akého casu je riesenie platné?

Porovnajte s exaktnym riesenim u(t) = —\/a/Btan [/apBt] 48/66



Analyza stability!?

e Parcialna dif. rovnica, t.j. rovnica, ktorej rieenie zavisi aspon od dvoch réznych
premennych, napr. poloha x a as t, méze mat Castokrat nejaké stacionarne riesenie,
ktoré je stabilné (ustaleny stav) t.j. ¢(x, t) = ¢o(x). Mdze nas zaujimat otazka, ¢i
existuje nejaka kriticka vinova dlzka, pri ktorej zaéne vychylka v systéme rast a tento
ustaleny stav zrusi.

Dif. rovnica opisujica vznik vzorov - Swift-Hohenberg model
Model:

op _

or =~ [30+ b + c&’] + 7006 — 1A%

Stacionarne riesenia:
¢(X, t) = ¢0(X) =0
b b2 a

d(x,t) = p+(x) = ¢+ :_Zi 2 < (1)

13Uzitoény zdroj: Mark H. Holmes, Introduction to Perturbation Methods. Springer, 2013 4966



Analyza stability

Dif. rovnica opisujica vznik vzorov - Swift-Hohenberg model

Stacionarne riesenia:

2c 4c2
Ansatz pre malt vychylku okolo stacionarneho riesenia (k = 27w /\):
—ik
¢(X7 t) = ¢const(X) + et
Dosadenim a linearizaciou rovnice t.j. porovnanim €lenov radu e dostaneme

ag = —(a+0k® +7k*)
ay = — [—(2a+ bps) + yok® + v2k*]
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Analyza stability

Dif. rovnica opisujica vznik vzorov - Swift-Hohenberg model

Dosadenim a linearizaciou rovnice t.j. porovnanim €lenov radu e dostaneme

ag = —(a+0k? + vk*)
ar = — [—(23 + bpy) + ’}’ok2 + 72/(4]

Ak « > 0 vychylka sa zacne v Case zvdcsovat. Vieme teda odpovedat na otazku, akd bude
vinova dlzka vzoru, ktory vznikne.
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Prechod do bezrozmernych siradnic

® Pri numerickom rieseni diferencialnych rovnic na pocitaéi sa mdézeme stretnit so
situaciou, kedy nasobime vzajomne vela Cisiel s dramaticky odlisnym radom, ktory sa
navzajom rusi. Méze byt preto uzitoéné zaviest charakteristické rozmery pre
jednotlivé premenné a diferencialnu rovnicu upravit do tvaru, kde koeficienty s
navzajom odlisnym radom vytvarajiu bezrozmerné kombinacie radu 1.

Priklad - riesenie vlnovej rovnice

Casovy vyvoj priecnej vychylky u(x, t) je na obruci s polomerom R dany vinovou rovnicou

Py 0

o2 “ae 0
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Prechod do bezrozmernych siradnic

Priklad - riesenie vinovej rovnice

Charaketeristicky rozmer — R. Transformacia x = R¢ vieme ziskat bezrozmern( stradnicu
y. Transformacia 7 = wt sprostredkiva prechod k bezrozmernému ¢asu. Dosadenim oboch

vyrazov do dif. rovnice vyssie ziskame rovnicu

Pu wic? 9%u

92 R age C

Je na nas aké zvolime w, ak zvolime w = R/c, tak rovnica prejde na tvar

Pu  0%u

o2 g "

Riesenie takejto rovnice je numericky stabilnejsie. Rozmyslite si stivis so zmenou skaly!
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Separacia casovych skal*4

e Uzito¢na metdda, ak predpokladame, ze rieSenie ma charakter nie¢oho rychlo
vyvijajuceho skombinovaného s nie¢im ¢o je modulované pomaly t.j. na inej Gasovej
skale.

Standardny priklad z literatiry - van der Pol oscilator

Urobit ansatz v tvare
u(t) = A(t) cos(t + ¢(t))

a odlisit spriemerovany Casovy vyvoj na skale 1/e a rychly vyvoj na skale 1. Vid literatara.

14Uzitoény zdroj: Mark H. Holmes, Introduction to Perturbation Methods. Springer, 2013
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Laplacova transformacia

Anal6g Fourierovej transformécie, ale vhodny na skamanie nie harmonickych ale
prechodovych javov napr. v RLC obvodoch.

£(t) = LIF(s) = /O T f(t)etdt
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Konformné transformacie

Transformacia z dif. geometrie a analyzy
funkcii komplexnej premennej. Umoziuje
napriklad ziskat riesenie Laplacovej
rovnice v elektrostatike pre
komplikovani geometriu zo znalosti
rieSenia tvaru elektrického pola s
jednoduch3ou geometriou.
Pravdepodobne to nevyuzijete priamo pri
TMF, ale je to dobré vediet, pri Citani
niektorych ¢lankov?

?Priklad - chcem vediet ako vyzera
elektrické pole v okoli ihly.

wi-plane

Priklad: zobrazenie polroviny do
nekonecne Sirokej dutiny
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Casto sa objavujiace vzory vo fyzike
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Harmonicky oscilator!®

Existuje len obmedzeny pocet exaktne riesitelnych aloh vo fyzike. Jednym z nich je
harmonicky oscilator. Kedykolvek vieme upravit alebo rozvit energiu systému okolo pot.
minima do tvaru: )

V(x) & Vo + Salx — x0)? + ... (2)

rieSenim budd malé kmity v parametri x s frekvenciou w = y/a/m.

15Pozri napr. David Morin - Waves - https://davidmorin.physics.fas.harvard.edu/books/waves/
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Tlmeny harmonicky oscilator

@—Fﬁg—kau—
de? dt -
a>0
8>0

Tri mozné rezimy. Priklad ¢asového
vyvoja pre pripad 3 < 4a? (podkritické
timenie).

08 B

0.6 B

wy s

02 B

0.0 - B

—02 -
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Budeny tlmeny harmonicky oscilator

d%u du

B— + au = fycos(2t)

TR

RieSenie: u(t) =

a>0

>0

fo >0

Acos(Qt + ¢)
fo

A=

V(@2 - a))? + B

A(a)/ fo
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Previazanie dvoch systémov - médy a razy'®

Najjednoduchsi priklad dve zavazia

prepojené pruzinkou: Priklad €asového vyvoja.
mxy = —kx1 + k(x1 — x2)

mxp; = —kXQ—I—K,(Xz—Xl) 1F T =
RieSenim je superpozicia symetrického a % 0 7
antisymetrického médu. L . . .-
0 50 100 150
x1(t) + x2(t) = As cos(wst + ¢s) = . | =
x1(t) — x2(t) = Az cos(wat + ¢f) = L |
s frekvenciami ws = y/k/m a -1k L . B
wy = /(k + 26)]m 0 W 150

18Pozri napr. David Morin - Waves - https://davidmorin.physics.fas.harvard.edu/books/waves/
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Parametricka rezonancia

Skamajme harmonicky oscilator, ktorého vlastna frekvencia sa periodicky meni v ¢ase.
Priklad zo zivota: hojdacka.

2
%+(a+7cos(ﬂt))u:0
a>0
v>0

Ide o tzv. Mathieu equation. V « — ~ priestore existuji rézne kvalitativne oblasti, kde sa
spravanie systému dramaticky meni.
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Poziadavka na self-konzistentnost

e Niektoré alohy vieme riesit len sadou vzajomne previazanych rovnic, ktoré musia byt
splnené. Ak ale rovnice nie st linearne v neznamych, tak je velmi pravdepodobné, ze
dané rovnice nevieme riesit. Vhodnou stratégiou je potom skisit riesit rovnice
iterativne. T.j. tipnat si rieSenie, ktoré vieme, Ze je blizko vysledku ale nie je vhodné,
dosadit ho do jednej z rovnic a nasledne ziskat rieSenie pre int veliinu a to dosadit do
rovnic odkial nijdeme novy odhad ciastkového riesenia.

Priklad - klasickd mechanika

Numerické riesenie pohybovych rovnic systému s viazbami, ktoré nevieme oSetrit vhodnou
parameterizaciou stradnic, asti algoritmov numerickych optimalizacnych metdd, atd.
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Nelinearita - mo6ze vsetko pokazit, ale aj stabilizovat

IYPT 2013 - Soliton

[iypt.org/problems/
iypt-2013-problems/]

Pohybovi rovnicu pre i-te kyvadielko
mozno napisat ako:

10; = FI?/a% [0i_1 + 0i11 — 20;]—mgl sin(6;)

Posledny ¢len prameniaci z momentu
tiazovej sily spdsobi, ze vinovy balik v
tvare

o(x, t) = 4ArcTan [Exp [a(x — vt)]]

sa Siri systémom kyvadielok bez toho,
aby dochadzalo k jeho rozpadu -
disperzii na mensie vinové baliky.
Nelinearny clen teda "stabilizuje"toto
riesenie "pred rozpadom".
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Okrajové podmienky a ako ovplyvnia spektrum

Priklad - zvuk nadob

Mechanické vinenie v stenach nadoby je dané pre vietky nadoby vinovou rovnicou:

d%u

ﬁ—AUZO

Jej riesenie je viak zavislé aj na tvare nadoby. T.j. iné spektrum frekvencii bude mat
polgulova nadoba a iné spektrum frekvencii bude mat nadoba tvaru valca, iné prstenec,

atd. Priklad zo Zivota: hudobné nastroje.

Analogicka aloha pre iné diferencialne rovnice je celou podoblastou matematiky.
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Dakujem za pozornost!
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